21. Térelemek tavolsaga és szoge. Térbeli alakzatok. Felszin és
térfogatszamitas.

Térelemek:

A pont, az egyenes és a sik fogalmat nem definialjuk, alapfogalomnak tekintjiik.

Térelemek kilcsbnis helyzete

s« Két egyenes metszd, ha egy kozos pontjuk van.

s Két egyenes parhuzamos, ha egy sikban vannak és nincs kézds pontjuk.

s K¢t egyenes kitérd, ha nincsenek egy sikban.

s [pyegyenes llleszkedik egy sikra, ha minden pontja a sikon van.

s [pyegyenes metsz egy sikot, ha egy kizis pontjuk van.

s [pyegyenes parhuzamos a sikkal, ha nincs kézis pontjuk.

o Két sik metszi egymast, ha a két siknak van kozios pontja. Ekkor a kdzbs pontok egy
egyenesre, a két sik metszésvonalara illeszkednek.

o Két sik parhuzamos, ha nincs kizds pontjuk.

Sikra merdleges egvenes tétele:

Ha egy egvenes merdleges egy sik két nem parhuzamos egyenesére, akkor merdleges a sik minden
EgyEnesere.

Térelemek hajlisszige

s Két metszo egyenes hajlisszoge a két egyenes dltal meghatdrozott két-két egyenld sziog koziil
a nem nagyobbik. Két parhuzamos egyenes szoge 0°.

o Két kitérd egyenes szogét a tér egy tetszdleges pontjan 4t az egyvenesekkel hizott
parhuzamosok szogével hatarozzuk meg.

* Fgy egyenes merdleges egy sikra, ha merdleges a sik minden egyenesére. A sikra merdleges
egyenes tétele alapjin elegendd belatni, hogy az egyenes a sik két nem parhuzamos
egyenesére merdleges.

« Ha egy egyenes metsz egy sikot, de nem merdleges rd, akkor az egyenest a sikra merGlegesen
vetitve egy egyenest kapunk. Az egyenes ¢és a sik hajlidssziige az egyenesnek a merdleges
vetiiletével alkotott szbge.
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e Ha egy egyenes parhuzamos egy sikkal, akkor az egyenes és a sik szoge 0°.

e Két metszb sik hajlasszogének meghatarozasa: A két sik metszésvonalanak egy tetszdleges
pontjaban merdlegest allitunk a metszésvonalra mindkét sikban. Ennek a két egyenesnek a
szogét nevezziik a két sik szogének.
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e Parhuzamos sikok szdge 0°.

Térelemek tavolsiga
s Két pont tivolsdga a pontokat Gsszekitt szakasz hossza.
s Pont és egyenes tavolsaga a ponthdl az egyenesre allitott merdleges szakasz hossza.
s Pont és sik tavolsaga a pontbol a sikra allitott merdleges szakasz hossza.
s Két parhuzamos egyenes tavolsaga az egyik egyenes egyik pontjanak a masik egyenestol mért

tivolsiga.

s Parhuzamos egyenes és sik tdvolsiga az egyenes egyik pontjanak a siktol mért tavolsaga.

s Keét parhuzamos sik tavolsaga az egyik sik egyik pontjanak a masik siktol meért tavolsaga.

s Két katérd egyeneshez egyértelmiien létezik két parhuzamos sik, amelyekre az egyik illetve a
madsik egyenes illeszkedik. A két kitéré egyenes tavolsaga ennek a két parhuzamos siknak a
tavolsagaval egyenld. Megmutathatd, hogy van olyan szakasz, amely Osszekot a két kitérd
egyenest & mindkettére merdleges. Ezt a két kitérd egyenes normaltranszverzilisanak
nevezziik, ennek a hossza egyenld a két egyenes tavolsagaval.
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Harom egymisra merdleges egyenes tétele

Ha egy P pontbol merdlegest allitunk a P pontot nem tartalmazo S sikra és a sik egy e egyenesére,
akkor a két talppontot dsszekotoé egyenes merdleges az e egyenesre.

Sikidomok vetiiletének teriilete

Az S sikban lévo sokszoget merdlegesen vetitjik az S; sikra. Ha a két sik dltal bezirt szog a, a
sokszog teriilete T , akkor a vetiilet terillete T’ = T - cos a.

Nevezetes ponthalmazok a térben:

e Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek egy adott ponttol adott tavolsagra vannak

egy gombfeliilet.

e Azoknak a pontoknak a halmaza a térben, amelyek egy adott egyenestdl adott tavolsagra
vannak egy hengerfeliilet.

e Két adott ponttdl egyenld tavolsagra 1évé pontok halmaza a térben a szakasz felezomerdleges
sikja.

Euler-féle poliédertétel

Ha egy konvex poliéder csucsainak a szamat c-vel, éleinek a szamat e-vel, lapjainak a szamat [-lel
jeloljiik, akkor

ctl=e+2
(Ez az osszefuggés a poliéderek tagabb korére, az egyszerii poliéderekre is igaz. Egy poliédert
egyszeriinek neveziink, ha , gémbbé fiijhaté fel.”)

Euler-féle poliédertétel
Ha egy konvex poliéder csiicsainak a szdmit c-vel, éleinek a szdmdt e-vel, lapjainak a szdmat [-lel
jelaljiik, akkor
c+l=e+2
(Ez az Osszefiiggés a poliéderek tiagabb korére, az egyszerii poliéderekre 1s igaz. Egy poliédert
egyszeriinek neveziink, ha , gmbbé fijhato fel.™)

Szabilyos poliéderek

Szabélyos poliédereknek nevezziik azokat a konvex poliédereket, amelyeknek élei egyenlék, élszogei
egyenlok és lapszogel is egyenlok.

A definiciobol kovetkezik, hogy a szabalyos poliéderek lapjai szabalyos sokszogek. Otféle szabélyos
poliéder létezik: a szabalyos tetraéder, a kocka, az oktaéder, a dodekaéder és az ikozaéder.
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Térbeli Pitagorasz-tétel

Ha egy téglatest egymadsra paronként merdleges éleinek a hossza a, b, ¢ , akkor az e testatlo hosszara

teljesiil:
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Testek felszine, térfogata

A felszint A-val, a térfogatot V-vel jeldljik.

*  kocka P "
H =]
E ¥
A=6-a*
V =a? > -
A Il B
L o
+ téglatest P N
H <]
A=2(ab+ bc + ca) 1 i
p
V = abc c
b
A i B




egyenes hasib

Az alaplap teriilete T,
az alaplap keriilete k,
a magassag m.

A=2T +km
V=Tm
ferde hasab

Az alaplap teriilete T,

4 magassag m,

az oldallapok teriiletének

fisszege, a palast P.
A=2T+P

F=Tm

giila

Az alaplap teriilete T,

a4 magassag m,
az oldallapok teriiletének
dsszege, a palast P.

A=T+P
V_Tm
T3
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csonkagila 4

Az alaplap teriilete T,

a feddlap teriilete t,

a magassag m,

az oldallapok teriiletének
Osszege, a palast P.

A=T+t+PF
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egyenes kirhenger
Az alapkér sugara r,
4 magassag m.

A =2nr(r+m)

V =rimm

egyenes kip

Az alapkér sugara r,
a magassag m,
az alkoto a.

A=mr(r+a)

csonkakip

Az alapkér sugara R,
a feddlap sugara r,
az alkotd a, a magassag m.

A=n[R*+r*+a(R +71)]

mm
V =T[R2 +RT+T2]
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v f(x) = V2 = x2

Viza J‘)‘z dx =7 ]:(1‘2 —x%)dx
s
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Két alakzat egvbevagd, ha van olyan egybevigosagi transzformacio, amely egyiket a masikba viszi
Egybevago alakzatok megfeleld szakaszal, sziger egyenlok.

Két alakzat hasonlé, ha van olyan hasonlosagl transzformdcid, amely egyiket a masikba wviszi
Hasonlo alakzatok megfeleld szigel egyenlok és a megfeleld szakaszok aranya egyenld.

Tétel:

* Hasonlo testek felszinének aranya egyenld a hasonlosig ardanyanak a négyzetével.
* Hasonlo testek térfogatanak ardanya egyenld a hasonlosiag aranyanak a kobével.

Forrds: https://users.itk.ppke.hu/itk dekani/files/matematika/pdfs/21.pdf

https://slideplayer.hu/slide/2603882/
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